Algebra Recreativa Y akov Perelman
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1. El apreton de manos

Problema
Las personas gque asistieron a una reunién se estrecharon la mano. Uno de ellos advirtio que los
apretones de mano fueron 66. ¢Cuantas personas concurrieron a la reuniéon?

Soluciéon

La cuestion se resuelve con facilidad si recurrimos a dlgebra. Cada una de las x personas dio la
mano a las otras x- 1. Por tanto, € total de apretones de manos debe ser x (x - I). Ademés hay que
tener en cuenta que cuando Ivanov da la mano a Petrov, Petrov estrecha la mano de Ivanov; estos
dos apretones de manos deben ser considerados como uno solo. Por eso, e nimero de apretones
de manos contados es dos veces menor que x (X -1). En consecuencia surge la ecuacion

X(x-1) 66

0 sea, que después de las correspondientes transformaciones se tendra
X —x-132=0,

de donde

= 1+4/1+528

2
X1=12, xo=-11.
como quiera que laraiz negativa (-11 personas) carece de todo sentido, la rechazamos,
conservando Unicamente la primera: en la reunion estuvieron 12 personas.

Volver

2. El enjambre de abgas
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Problema

En la antigliedad estaba muy extendida en la India una diversion singular: la solucién de
rompecabezas en competiciones publicas. Los manuales de matematicas de ese pais contribuian
a la celebracion de tales campeonatos de calculo mental. " Aplicando las reglas aqui expuestas -
escribia el autor de uno de dichos libros -, un hombre inteligente puede idear miles de problemas
semgjantes. Asi como el Sol hace palidecer las estrellas con sus destellos, un hombre discreto
eclipsa la gloria de otro hombre en los concursos populares, proponiendo y resolviendo
problemas algebraicos'. En € original, estas palabras presentan un aspecto mas poético, por
cuanto €l libro esté escrito en verso. Los problemas también aparecen versificados. Enunciemos
en prosa uno de estos rompecabezas.

Un grupo de abgjas, cuyo nimero era igual a la raiz cuadrada de la mitad de todo su enjambre,
se posb sobre un jazmin, habiendo dejado muy atras a 8/9 del enjambre; solo una abeja del
mismo enjambr e revol oteaba en torno a un loto, atraida por e zumbido de una de sus amigas
gue cayd imprudentemente en la trampa de la florecilla, de dulce fragancia.

¢Cuantas abejas formaban el enjambre?

Solucion
Si expresamos €l niumero buscado de abejas del enjambre con laletra x, tendremos la ecuacion

\/g+§x+2:x
2 9

Puede simplificarse la ecuacion introduciendo una incognita auxiliar:

y:E

Entonces x = 2 y?, por lo que resultaré |a siguiente ecuacion:

2

y+169y +2=2y2 6 2y?-9y-18=0

La ecuacion tiene dos raices paray:
y1=6,y,=-3/2
y otras dos para x
X1 =-72, % =45.

Mas, como el nimero de abejas debe ser entero y positivo, es vélida sdlo la primeraraiz: €
enjambre constaba, pues, de 72 abejas. Comprobémosl o:
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1’% +§*72+ 2=6+64+2=72

Volver
3. La manada de monos

Problema
Otro de los problemas indios puede ser presentado en verso tal y como fue traducido por
Lébedev, autor del excelente libro ¢Quién invent6 el algebra?

Regocijanse los monos
divididos en dos bandos:

su octava parte al cuadrado
en e bosque se solaza.

Con alegres gritos, doce
atronando el campo estan.
¢Sabes cuantos monos hay
en la manada, en total ?

Solucion
S & nimero total de la manada es x, entonces:
.2
&2 412=x
e8g

de donde

Figura 15
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El problema tiene dos soluciones positivas: en la manada puede haber 48 y 16 monos. Las dos
soluciones satisfacen por las condiciones del problema.
Volver

4. Prevision de las ecuaciones

En los casos examinados y en dependencia de las condiciones del problema, hemos hecho
diferente uso de las dos raices obtenidas. En e primer caso hemos desechado la raiz negativa por
no responder a contenido del problema; en el segundo, hemos renunciado alaraiz fraccionariay
negativay, en € tercero, por € contrario, hemos aceptado las dos raices. La presencia de una
segunda solucion es, a veces, completamente inesperada no sélo para quien resuelve el problema,
sino también para su autor; pongamos un g emplo de como la ecuacién resulta mas previsora que
el mismo que la establece.

Problema
Una pelota ha sido lanzada al aire a una velocidad de 25 m por segundo. ¢Al cabo de cuantos
segundos se encontrara la pelota a 20 m de altura?

Solucion
Para |os cuerpos lanzados a alto, y libres en su ascension de toda resistencia, la mecanica

establece |as siguientes proporciones entre la altura a la que sube el cuerpo sobre latierra (h), su.
velocidad inicial (v), e aceleramiento de la fuerza de gravedad (g) y € tiempo (t):

2
h:vt-gt—
2

En este g emplo concreto podemos hacer caso omiso de la resistencia aérea, por cuanto es muy
pequefia cuando la velocidad no es de consideracion. A fin de simplificar la operacion, demos a
g, € valor 10 m, en lugar de 9,8 m (el error estan sdlo del 2%). Sustituyendo h, v, g por sus
valores en la férmula indicada, tendremos la siguiente ecuacion:

20 = 25t — 10t*/ 2

y después de quitar denominadoresy simplificar

t?-5t+ 4=0.
Resultan las raices:

tl = 1, tz =4

La pelota estara dos veces a la altura de 20 m: al primer segundo y después de cuatro segundos de
haber sido lanzada.
Acaso parezca inverosimil y, a no reflexionar, puede rechazarse e segundo resultado. Sin

embargo, esto seria erréneo. El segundo resultado es completamente |6gico: |a pel ota puede
encontrarse dos veces a la altura de 20 m: una, a ascender, y otra, al descender.
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Se deduce con facilidad que la pelota puede ascender durante 2,5 segundos con la velocidad
inicial de 25 m, llegando a una altura de 31,25 m. Después de alcanzar la aturade 20 m, (a
segundo de ascenso) |a pelota seguird elevandose durante 1,5 segundos mas, a cabo de lo cua
descendera durante 1,5 segundos hasta la altura de 20 m, llegando a suelo un segundo después.
Volver

5. El problema de Euler

Problema

Al referirse Sendhal en su Autobiografia a sus afios de estudiante, escribe lo siguiente:

"En su casa (la de su maestro de matematicas) encontré a Euler con su problema acerca de los
huevos que la campesina llevaba al mercado... Esto fue para mi un descubrimiento. Comprendi
lo que significaba valerse de un arma como €l algebra. Pero jdemonios!, nadie me lo habia
explicado antes..."

He aqui & problema de la Introduccion al adlgebra, de Euler que tan fuerte impresion produjera
en Sendhal.

Dos campesinas llevaron en total 100 huevos al mercado. Una de ellas tenia mas mercancia que
la otra, pero recibié por ellala misma cantidad de dinero que la otra. Una vez vendidos todos, la
primera campesina dijo a la segunda: "si yo hubiera llevado la misma cantidad de huevos que td,
habria recibido 15 cruceros'. La segundo contestd: "Y si yo hubiera vendido los huevos que
tenfas tU habria sacado de ellos 6%/, cruceros’. ¢Cuantos huevos llevé cada una?

Solucién

Supongamos que la primera campesina tenia x huevos. La segunda tendria 100 - x. Si la primera
hubieratenido 100 - x habria sacado de ellos 15 cruceros. Eso quiere decir que la primera
campesina vendio los huevos

15
100- x

cada uno
De esta manera vemos que la segunda campesina vendié los huevos a

62/3 _@
X 3x

cada uno.
Hallemos ahora la cantidad obtenida por cada campesina: la primera:

. 15 _ 15x
100- x 100- x
la segunda
* -
(100_ x)* 20 _ 20* (100- X)
30x 3x

Y como ambas recibieron o mismo, entonces
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15x _ 20* (100- Xx)
100- x 3x

que después de las correspondientes transformaciones resultara
x° + 160x — 8000 = O,
de donde
X1 = 40, X2 = 200.

Laraiz negativa carece de sentido en € presente caso. El problema no tiene méas que un
resultado: la primera campesina llevo a mercado 40 huevos y la segunda 60.

El problema puede resolverse con més brevedad. El procedimiento es mas ingenioso, aungue més
dificil.

Supongamos que la segunda campesina llevd a mercado k huevos mas que la primera. Ambas
recibieron por su mercancia la misma suma de dinero.

Esto significa que la primera vendi6 los huevos k veces més caros que la segunda. Si hubieran
cambiado la mercancia, la primera campesina hubiera tenido k veces mas huevos que la segunda
y los habria vendido k' veces més caros, recibiendo k? méas dinero que aquélla. Por lo tanto
tendremos:

k?=15/6%3=45/20= 9/4
de donde resulta que
k=3/2
Ahora no nos queda mas que dividir los 100 huevos proporcionamente a3y a2. Laprimera
campesinallevo 40 huevos y la segunda, 60.
Volver

6. Los altavoces

Problema

En la plaza hay instalados 5 altavoces distribuidos en dos grupos: uno de ellos consta de 2
aparatos, y €l otro, de 3. La distancia que separa |os dos grupos es de 50 m. ¢Ddénde habréa que
colocarse para que el sonido de ambos grupos se oiga con la misma intensidad?

Solucién

Si designamos con X la distancia que separa el punto buscado del grupo de dos altavoces,
entonces, la distancia entre este punto y €l otro grupo sera 50 - x (véase lafig. 16).
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L

Figura 16

Puesto que laintensidad del sonido disminuye en proporcion a cuadrado de la distancia,
tendremos la siguiente ecuacion:

XZ

2__ X
3 (50- %)’

gue después de efectuar |as operaciones, aparece COMo Sigue:
x? + 200x - 5000 = 0.
La ecuacion tiene dos raices:

X1 = 22,5,
Xo =-222,5.

Laraiz positiva corresponde ala pregunta formulada en el problema: el punto citado se encuentra
a 22,5 m de distancia del grupo de dos atavoces, y, en consecuencia, a 27,5 m del grupo de tres.
Pero ¢gqué significa laraiz negativa? ¢Tiene algun sentido?

Indudablemente. El signo menos significa que el segundo punto de idéntica audicion se
encuentraen direccion o pu e st aa punto positivo que setomo al establecer la ecuacion.
Partiendo del lugar ocupado por los dos reproductores y en la direccion conveniente [legamos a
los 222,5 m, punto en & que el sonido de ambos grupos de altavoces se oye con lamisma
intensidad. Este punto dista

2225+50=2725m

del grupo de tres aparatos.

Asi pues se han encontrado dos puntos de igual audicién colocados en la linea formada por las
fuentes de sonido. En estalinea no hay mas puntos donde coincida la intensidad de sonidos, pero
fuerade ella, si. Puede demostrarse que & lugar geométrico de los puntos que responden alas
condiciones del problema es la circunferencia que pasa por los dos puntos hallados, cual s fueran
los extremos de su diametro. Esta circunferencia, como vernos, limita un espacio bastante
extenso (la parte rayada en lafigura) dentro del cual laintensidad auditiva del grupo formado por
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dos altavoces superala audicion del grupo de tres aparatos; fuera del espacio indicado se observa
el fendmeno opuesto.
Volver

7. El dlgebra del vudloalaLuna
D mismo modo como se han encontrado 1os puntos de igual audicién de dos tipos de atavoces,
se puede encontrar también puntos de igual atraccion del cohete cdsmico por dos cuerpos
celestes, laTierray laLuna. Busguemos estos puntos.
De acuerdo con laley de Newton, la fuerza de atraccion reciproca de dos cuerpos es directamente
proporcional al producto de las masas que se atraen, e inversamente proporcional a cuadrado de
ladistancia entre ellos. Si designamos con M lamasade la Tierray con x la distancia entre ellay
el cohete, lafuerza con que la Tierra atrae cada gramo de masa de la nave aérea se expresara
mediante

Mk

X2

donde k es la fuerza de atraccion reciproca de un gramo por un gramo ala distanciade 1 cm.
Lafuerza con que la Luna atrae cada gramo del cohete en ese mismo punto
sera

mk

(- x)°

dondemeslamasadelalLunay 1 ladistanciaque laseparade la Tierra (se presupone que el
cohete se halla en larecta que une los centros de la Tierray de laLund). El problema exige que

Mk __mk
x?  (I-x)?
es decir
M__ X
m 12-2x+x?

Larelacion M/m, segln la Astronomia, equivale aproximadamente a 81,5. m
Aplicandola tendremos

———————— =815
|2 - 2Ix+ x?

por lo cual

80.5x% — 160Ix + 81.5I°
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Al despgjar laincognita x resulta:
X1:0,9|, X2 =1, 12 1.

Al igual que en & problema de los altavoces, se llega ala conclusiéon de que en la linea que une la
Tierray la Luna existen dos puntos buscados donde la atraccion de ambos planetas actia sobre €l
cohete con idéntica intensidad: uno a 0,9 de la distancia que separa los planetas partiendo del
centro delaTierra; € otro, a1,12 de esta misma distancia. Como quiera que ladistancia 1 entre
los centros de la Tierray la Luna » 384 000 km, uno de los puntos buscados se encuentra a
346.000 km de laTierra; € otro, a430.000 km. Sabemos ya por € problema anterior que esa
misma propiedad caracteriza a todos los puntos de |a circunferencia que pasa por |os dos puntos
hallados, tomados como los dos extremos del diametro. Si hacemos girar esa circunferencia
tomando como gje lalinea que une los centros de la Tierray la Luna describird una esfera cuyos
puntos responden a las exigencias del problema.

T
|
&~
e =
Figura 17

El diametro de esa esfera [lamada "esfera de atraccidon” de la Luna (fig. 17) serdigua a:
1,121-0,91=0, 221 » 84.000 km

Mucha gente piensa erréneamente que para acertar con un cohete en la Luna es bastante hacerle
alcanzar la esfera de atraccion de ésta.

A primera vista parece que si € cohete se halla dentro de la esfera de atraccion (y su velocidad no
es muy grande) é debe caer forzosamente en la superficie de la Luna, por cuanto la fuerza de
atraccion de la Luna "supera’ aladelaTiera

Si fuera asi entonces la tarea del vuelo ala Luna seria mucho més f&cil, pues no haria falta acertar
alaLunacuyo diametro se ve en e cielo bajo un angulo de 1/2', sino a un globo de 84 000 km de
diametro, ladimension del cual equivalea 12'.

Pero no es dificil demostrar €l error de razones parecidas. Supongamos que un cohete lanzado
desde la Tierra hacia la Luna, perdiendo su velocidad por causa de la atraccion terrestre, llegue a
la esfera de la atraccion lunar teniendo la velocidad cero. ¢Va a caer éste en laLuna? jDe ningun
modo!
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En primer lugar, dentro de la esfera de atraccion lunar hay también la atraccion terrestre. Por eso
al lado de lalinea de Tierra - Luna la fuerza de atracciéon de la Lunano va sblo a "superar” ala
terrestre, sino éstas se sumarén de acuerdo con laregla del paralelogramo de fuerzasy
obtendremos una fuerza resultante no dirigida directamente ala Luna (solo en lalinea de Tierra -
Luna esta fuerza resultante seria dirigida directamente al centro de la Luna).

En segundo lugar (y esto eslo principal), la misma Luna no es un blanco inmévil y s nosotros
gueremos saber cOmo va a moverse con relacion a ésta € cohete (si vaa'cagr” en dla), hace
falta tener en cuenta la velocidad del cohete respecto alaLuna. Mas esta velocidad no equivale a
cero, pues lamisma Luna se mueve alrededor de la Tierra con una velocidad de 1 km/seg. Por
es0 la velocidad del movimiento del cohete con relacion ala Luna es demasiado grande para que
ésta pueda atraer €l cohete o por |0 menos detenerlo en la esfera de su atraccion como un satélite
artificial. En redlidad la atraccién de la Luna empieza a gercer influencia considerable en €l
movimiento del cohete antes de acercarse éste ala esferade atraccion delaLuna. Enlabdistica
celeste hay que tener en cuenta la atraccion de la Luna desde e momento cuando el cohete llegue
alaesferade influencia de la Luna que tiene € radio de 66 000 km. En este caso ya se puede
considerar el movimiento del cohete con relacion alaLunaa olvidar por completo la atraccion
terrestre, pero hace falta tener en consideracion la velocidad exacta (respecto ala Luna) con que
el cohete entra en la esfera de influenciade laLuna. Por eso es natural que el cohete debe ser
lanzado ala Luna por una trayectoria que puede asegurar que la velocidad (con relacion ala
Luna) de entrada en la esfera de influencia de la Luna esté dirigida directamente ala Luna. Para
eso la esfera de influencia de la Luna debe chocar con € cohete que se mueve a su encuentro.
Como se ve no es una cosa tan facil acertar ala Luna como a un globo de 84 000 km de didmetro.
Volver

8. “Ejercicio complicado”

Problema

Son muchos los que conocen € cuadro Ejercicio complicado, (afio 1895) de Bogdanov - Belski,
pero muy pocos se percatan del contenido del ,,gercicio complicado" al contemplar dicho
cuadro.

B

Figra 18
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Trétase de resolver rapida y mentalmente el siguiente gjercicio:

10% +11% +122 +13* +14?
365

El gercicio, efectivamente, no esfacil. Sn embargo, los alumnos del cuadro lo resuelven con
facilidad. Enlafigura del maestro, el pintor reprodujo a S. Rachinski, profesor de Ciencias
Naturales, que abandond la catedra de la universidad para convertirse en un sencillo maestro
rural. El inteligente pedagogo cultivaba en su escuela € calculo mental, basado en el habil
empleo de las propiedades de los nimeros. Los nimeros 10, 11, 12, 13 y 14 tienen una curiosa
propiedad:

107 + 112 + 12% = 13 + 14
Comoquiera que
100 + 121 + 144 = 365,
es facil hallar mentalmente que la expresion reproducida en €l cuadro esigual a 2.
El &lgebra nos ofrece los medios necesarios para plantear con mas amplitud la cuestién de esta
interesante particularidad de las series de nimeros. ¢ ES acaso ésta la Unica serie de cinco
numer 0s consecutivos, en la que la suma de los cuadrados de los tres primeros esigual ala

suma de los cuadrados de |os otr os dos?

Solucion
Si expresamos €l primero de los nimeros buscados con x, tendremos la siguiente ecuacion:

X+ (X + 1)%+ (X +2)? = (x + 3)% + (x+ 4)°

Sin embargo, es mas comodo expresar con X, no € primer nimero de |os buscados, sino €
segundo. Entonces la ecuacion tendra un aspecto mas sencillo:

(X—1)%+ X%+ (x + 1)? = (x + 2% + (x+ 3)?

Al abrir los paréntesis y reducir |os términos semejantes, resultara:

x?-10x - 11= 0,
de donde

X=5++/25+11
y

X1=11,yxo=-1
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Existen por consiguiente, dos series de nimeros que tienen las propiedades exigidas: la serie de
Rachinski

10, 11, 12, 13,14
y laserie
-2,-1,0,1, 2.
Asi es, en efecto,
(-2)%+ (12 + 0P =12+ 22,
9. (Quénumeros son?
Problema
Hallense tres nimeros consecutivos en los que el cuadrado del nimero del medio sea mayor en

una unidad al producto de los dos restantes.

Solucién
Si la primera cifra es x, tendremos la ecuacion:

(x+1)?=x(x+2)+1
Abriendo los paréntesis resultard la siguiente ecuacion:
XCH2X+1=X+2x+1,
de la cual no puede deducirse la magnitud de x. Esto muestra que la igualdad formulada por
nosotros es unaidentidad; y laidentidad es efectiva, no sdlo cuando sus letras encierran un valor
determinado, como ocurre en la ecuacion, sino para cualquier valor de las mismas. Por €llo, tres
nUmeros consecutivos, sean |os que fueren, poseen dicha propiedad. En efecto, tomemos tres

cifras a azar:

17,18, 19
y nos convenceremos de que

18%-17*19=324-323=1.

Lo inevitable de esta correlacion salta més alavista s expresamos la segunda cifra con laletra x,
con lo que

X2 -1=(x+ 1) * (x-1).

Es decir, se trata de una identidad evidente.
Volver
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