Algebra Recreativa Y akov Perelman

Capitulo Primero
LA QUINTA OPERACION MATEMATICA
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1. La quinta operacion

Con frecuencia se denomina a agebrala «aritmética de las siete operaciones», queriendo
subrayar con ello que alas cuatro operaciones matematicas conocidas por todos, € dgebra afiade
tres mas: la elevacion a potencias y sus dos inversas.

Comencemos nuestras pléticas algebraicas por la «quinta operacion»: la elevacién a potencias.
¢Responde esta operacion a una exigencia de la vida préctica? Indudablemente. Con ella
tropezamos a menudo en la vida. Recordemos |os innumerables casos en que para calcular
superficies y volimenes se precisa elevar |os niUmeros a la segunda o tercera potencia. Otro
giemplo: la fuerza de gravitacion universal, la accion reciproca el ectrostéticay magnética, la luz
y €l sonido son inversamente proporcionales a cuadrado de las, distancia. La continuidad de la
traslacion de los planetas alrededor del Sol (o, de los, satélites alrededor de los planetas) viene
expresada también en forma de una potencia dependiente de la distancia que les separa de su
centro de traslacion: larelacion entre los cuadrados de los tiempos de traslacion esigual ala
relacion entre los cubos de las distancias.

Es un error pensar que en la practica tropezamos tan solo con segundas y terceras potencias, y
gue no existen exponentes de potencias superiores mas que en los manuales de dgebra. Cuando
un ingeniero busca el grado de solidez de un cuerpo se ve obligados operar a cada instante con
cuartas potencias; y en otros calculos (para halar € didametro de tubo conducto de vapor, por
giemplo) llega a operar incluso con la sexta potencia. Asimismo los técnicos hidraulicos se valen
de las sextas potencias cuando tratan, de averiguar la fuerza con que son arrastradas las piedras
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por €l agua: si la corriente de un rio es cuatro veces mas rapida que la de otro, € primero es capaz
de arrastrar por su lecho piedras 4", es decir, 4.096 veces més pesadas que e segundo rio®.

Al estudiar larelacion que existe entre laluminosidad de un cuerpo incandescente - € filamento
de una lampara, por gemplo - y su temperatura-, Se opera con potencias ain mayores. Cuando la
incandescencia es blanca, su luminosidad general aumenta en relacion a la decimosegunda
potencia de su temperatura; cuando es roja, en relacion ala trigésima potencia de su temperatura
(siendo ésta «absoluta», es decir, a partir de —273°C). Esto significa que s calentamos un cuerpo
de 2.000°" a4.000° absolutos, por gjemplo, 0 sea, si elevamos su temperatura al doble, la
luminosidad de dicho cuerpo aumentara en 22 | es decir, en mas de 4.000 veces. En otro lugar
nos ocuparemos de la importancia que tienen para la técnica de fabricacién de |amparas el éctricas

estas proporciones tan singulares.
Volver

2. Cifrasastrondmicas

Es probable que nadie haga tanto uso de la «quinta operacion matemética» como |os astrénomos.
L os exploradores del firmamento mangjan sin cesar cantidades formadas por una o dos cifras
significativas seguidas de una larga fila de ceros. Seria muy incomodo expresar con los medios
ordinarios tales cantidades, |lamadas con razén «astronémicas» y, sobre todo, operar con ellas.

L os kildmetros que nos separan de la nebulosa de Andrémeda se representan con la siguiente
cifra

95 000 000 000 000 000 000.

Por afadidura, a efectuar calculos astrondémicos, muchas veces hay que operar no con kilémetros
u otras unidades ain mayores, Sino con centimetros. En este caso, la distancia antes referida lleva
Cinco ceros més:

9 500 000 000 000 00O 000 000 00O.

La masa de las estrellas viene expresada en cifras todavia mas considerables, sobre todo si hemos
de registrarla en gramos, como exigen muchos calculos. Lamasa del Sol, en gramos, esigual a:

1 983 000 000 00O 00O OO0 00O 00O 000 000 00O0.

Huelga ocuparse de |os inconvenientes que representaria operar con nimeros tan desmesurados y
de lo facil que seriaincurrir en error en tales casos. Ademas, |as cantidades referidas estan muy
lgjos de ser las mayores en la astronomia.

La quinta operacion matemética aligera los cdculos. La unidad seguida de varios ceros se
expresa con e nimero 10 elevado a una determinada potencia

100 = 10% 1.000 = 10%; 10.000 = 10*; etc.
L os enormes nimeros citados anteriormente pueden representarse como sigue:

el primero 950* 10?

L En mi libro Mecanica Recreativa, capitulo I X, trato con més detalle de esta cuestion
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el segundo 1.983*10%°

Se expresan asi no sélo para economizar espacio, sino también para facilitar los cllculos. S
hubiera, por ggemplo, que multiplicar ambos nimero entre si, bastaria hallar €l producto de
950%1.983 = 1.883.850 y tras & colocar el factor 10 2** 10°? de laforma siguiente:

950 * 10%% * 1.983 10° = 188.385* 10,

Es evidente que esto resulta mas comodo que escribir un nimero seguido de 22 ceros, otro de 30
cerosy, por ultimo, un tercero acompafiado de 53 ceros. Y no sdlo més sencillo, sino también
mas seguro, por cuanto al escribir tal fila de ceros puede ser omitido alguno, obteniendo un
resultado erréneo.

Volver

3.cCuanto pesa €l aire?

Para comprobar hasta qué punto se facilitan los calculos a representar |0 nUmeros en forma de
potencias, pongamos € siguiente gemplo: hallemos cuantas veces la masa del globo terrestre es
mayor que ladel aire que lo rodea.

El aire presiona sobre cada centimetro cuadrado de superficie terrestre con lafuerza de un
kilogramo aproximadamente. Esto quiere decir que €l peso de la columna de aire que se apoya en
1 cnt esigua a1 kg. La capa amosférica de la Tierra se forma, por decirlo asf, del conjunto de
dichas columnas de aire, que son tantas como centimetros cuadrados forman la superficie de
nuestro planeta, y como cantidad de kilos pesala atmdsfera en su conjunto Si consultamos los
indices correspondientes, averiguaremos que la superficie terrestre mide 510 millones de
kilémetros cuadrados, es decir, 51* 10° kn? VVeamos cuéntos centimetros cuadrados hay en un
kilometro cuadrado. E kilémetro lineal se forma de 1 000 metrosy cada uno de éstos tiene 10
centimetros, o sea, un total de 105 cm, por lo cual, e kilémetro cuadrado lo formaran (10°)? 10
cnt. De aqui que la superficie del globo terrestre ser igual a

51*10"*10%° = 51 * 10" cn?.

Esta cifra representa también la cantidad de kilogramos que pesala atmésferade la Tierra
Transformando |os kilogramos en tonelada resultaran:

51*10% /1.000 = 51*10'"/10% = 5110 %" -3 = 51* 10*

mientras que la masa del globo terrestre es de 6 *10°* toneladas.
Para conocer cuantas veces es més pesado nuestro planeta que la capa de aire que lo rodea,
efectuemos la siguiente division:

6*10°%/51* 10 » 10°,
de donde se deduce que la masa atmosférica es, aproximadamente, la millonésima parte de la del

globo terrestre?.
Volver

2 El signo » significalaigual dad aproximada.
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4. Combustién sin llama ni calor

Si se pregunta a un quimico por qué lalefia o e carbdn arden Unicamente a el evada temperatura,
contestara que la combinacion del carbono y € oxigeno tiene lugar a cualquier temperatura, pero
gue cuando ésta es baja, dicho proceso transcurre con excesiva lentitud (es decir, en lareaccién
toma parte un nimero insignificante de moléculas), y por ello escapa a nuestra observacion. La
ley querige la velocidad de las reacciones quimicas ensefia que al descender la temperatura en
10°, la velocidad de lareaccion (el nimero de moléculas que toma parte en €lla) se reduce ala
mitad.

Apliguemos dicha ley alareaccion que se produce a oxigenarse la madera, esto es, a proceso de
combustion de la madera. Supongamos que un gramo de madera sometido a una temperatura de
600° se consume en un segundo. ¢Cuanto tardara en consumirse 1 g de lefia a la temperatura de
20°7 Es sabido que con una temperatura 580=58* 10 grados menor, su reaccion serd 2°8 veces
més lenta, 0 lo que es lo mismo, un gramo de |efia se consumiré en 2°° segundos. ¢A cudntos afios
equivale este lapso? Podemos calcularlo sin efectuar 57 multiplicaciones consecutivas en las que
el multiplicador sea 2, y sin recurrir alatabla de logaritmos. Es notorio que

219=1.024 » 10°,
de lo que se deduce que
2°8 = P02 = 260722 = (/)% 2% = (175 (219)° » (1/4)* 108,

es decir, aproximadamente la cuarta parte de un trillén de segundos. El afio tiene cerca de 30
millones de segundos, o, 1o que es igual, 3* 10" segundos; por esto

Y,* 1018/ 3¢10" = (1/12) * 10 » 10%°

iDiez mil millones de afios! Este es aproximadamente &l tiempo que tardaria en consumirse un
gramo de madera sin llamani calor.

Asi, pues, lamaderay €l carbén arden ala temperatura ordinaria, sin encenderlos. Lainvencién
de instrumentos para obtener el fuego aceler6 este proceso, de enorme lentitud, en miles de
millones de veces.

Volver

5. Lasvariaciones del tiempo

Problema

Fijemos nuestra atencion solo en un elemento: si el tiempo es nublado o despejado; es decir,
distinguimos los dias por el hecho de si en €l cielo hay nubes 0 no. ¢Qué piensa € lector? En
estas condiciones, ¢habra muchas semanas con diferente combinacién de dias nublados y
despegjados?

Puede parecernos que éstas seran pocas y que pasados unos dos meses se agotaran todas las
combinaciones de dias nublados y despejados, repitiéndose entonces a la fuerza alguna de las
combinaciones ya observadas. Mas, probemos a calcular exactamente el numero posible de
combinaciones que pueden darse en estas condiciones. Este es uno de los problemas que nos
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conducen inesperadamente a la quinta operacion matematica. En fin, ¢de cuantas formas
diversas pueden combinarse los dias nublados y despejados en una misma semana?

Soluciéon

El primer dia de la semana puede ser despejado o nublado; lo que quiere decir que por €l
momento se tienen dos «combinaciones».

En € transcurso de dos dias son posibles las siguientes combinaciones de dias nublados y
despejados:

Despeglado y despegjado
despgiado y nublado
nublado y despgjado

nublado y nublado.

En dos dias se tienen ya 2° combinaciones diferentes. Al tomar tres dias, a cada una de las cuatro
combinaciones correspondientes a los dos primeros dias, se une alguna de las dos combinaciones
del tercer dia, de esta forma obtenemos un total de variantesigual a

2% =23
En cuatro dias, & nimero de combinaciones sera de
8% =204

Al llegar a quinto dia se producirén 2° combinaciones; a sexto, 2°, y, por Ultimo, en la semana
habr& 2’ = 128 combinaciones.

De todo esto se deduce que hay 128 semanas con diferentes variantes de dias despejados y
nublados. Al cabo de 128 * 7 = 896 dias se repetira inevitablemente una de las combinaciones
anteriores, aunque dicha repeticion puede surgir antes, pero 896 dias constituyen el periodo a
partir del cual esta repeticion es completamente inevitable. Y, por €l contrario, pueden transcurrir
dos afios e incluso més (dos afios y 166 dias), sin que € estado atmosférico de una semana se

parezca a de las otras.
Volver

6. La cerradura secreta

Problema

En cierta institucion soviética fue hallada una caja fuerte de tiempos anteriores a la revolucion.
Hallose la llave de la misma, mas para poder abrirla se precisaba conocer € secreto dela
cerradura: ésta se componia de cinco rodillos, en torno a los cuales habia un alfabeto con 36
letras; los rodillos debian combinarse de tal manera gque formasen una determinada palabra
desconocida. Para evitar forzar la caja decidiose probar con dichas letras todas las
combinaciones posibles. En cada una de estas combinaciones se invertian tres segundos. ¢Podia
abrirse la cerradura en 10 jornadas?
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Solucién

Calculemos &l nimero total de combinaciones posibles. Cada una de las 36 letras del primer
rodillo puede unirse a cada una de las 36 letras del segundo rodillo. Asi pues, € nimero de
combinaciones posibles con dos letras de los dos rodillos seré&:

36 * 36 = 367

A cada una de estas combinaciones podemos afiadir cualquiera de las 36 letras del tercer rodillo,
con lo cud, € total de variantes con tres |etras de los tres rodillos equivaldra a:

36% * 36 = 36°.

De esta misma manera hallemos la cantidad de combinaciones posibles con cuatro letras de los
cuatro rodillos, que llegardn a36* ; y con cinco letras de los cinco rodillos tendremos 36°, 0 sea,
60.466.176. Para practicar estas 60 millones y pico de combinaciones, dedicando tres segundos a
cada una, se necesitaran

3* 60.466.176 = 181.398.528

segundos, es decir, més de 50.000 horas, |o que equivale a casi 6.300 jornadas de trabajo de ocho
horas, jmas de 20 afios!

Esto quiere decir que existen 10 casos favorables entre 6.300, 0 1 entre 630, de que lacaja sea
abierta en 10 jornadas de trabgjo. Por |o tanto, la probabilidad es muy reducida.

Volver
7. Ciclista super sticioso

Problema

Hasta hace poco cada bicicleta debia tener una matricula igual que el automovil. Esta matricula
tenia seis guarismos.

Cierta persona muy supersticiosa adquirié una bicicleta con el propésito de aprender a
manejarla. Cuando supo gque a cierta averia, propia de éstas maquinas, se le denomina "ocho",
se creyd condenado a algun contratiempo si en € nimero de su matricula figuraba alguan ocho.
Al ir por ésta, le tranquilizd la siguiente reflexion: cualquiera que sea e numero de la matricula,
debe formarse con guarismos del 0 al 9. De éstos, tan solo € 8 es"aciago", por lo cual, de cada
10 casos existe uno en que la matricula resulte "infausta”. ¢ Es acertada esta deduccion?

Solucion

El nimero de las matriculas se compone de seis guarismos. Por |o tanto, habra 999.999
diferentes, desde el 000 001, 000 002, etc. hasta el 999 999. Cal culemos ahora cuantos nimeros
"afortunados’ podriamos encontrar. El lugar de las unidades del nimero puede ser ocupado por
alguna de las nueve cifras "felices™: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9. En € segundo lugar también puede
encontrarse una de estas cifras. De ahi que las dos primeras cifras den lugar a9 * 9=92
combinaciones "favorables'. A cada una de estas combinaciones puede agregarse unatercera
cizfra de Iass nueve "bienhadadas’; por lo tanto las combinaciones "felices’ de tres cifras llegan a
9°*9=090°
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De esta misma manera se deduce que €l nimero de combinaciones "satisfactorias’, compuestas
de seis cifras, esigual a9°. No obstante, hay que tener en cuenta que este niimero comprende la
combinacién 000 000, que no sirve para matricula. Por consiguiente, la cantidad de matriculas
"afortunadas" es de 9°-1 =531.440, |o que constituye algo méas del 53% del total de nimeros
posibles, y no e 90%, como suponia €l ciclista en cuestion.

El lector se convencera de que en la serie de niUmeros con siete cifras, hay més "infaustos' que
"bienhadados'.

Volver

8. Resultados de la duplicacién consecutiva

En la famosa leyenda en la que se habla de la recompensa concedida a inventor del gjedrez’
puede encontrarse un ejemplo demostrativo del rapido incremento que se obtiene al duplicar
repetidamente un nimero por pequefio que sea. Sin detenerme en este paradigma clésico, me
remitiré a otros menos conocidos.

Problema

Cada 27 horas, como término medio, € infusorio paramecio se parte en dos. S todos los
infusorios surgidos de esta suerte quedaran vivos, ¢cuanto tiempo seria necesario para que los
descendientes de un paramecio llegaran a tener € volumen del Sol?

Los datos necesarios para este calculo son: la 40° generacion, si se conservan todas desde la
primera, ocupa después de su desdoblamiento, un volumen igual a un metro cubico. El volumen
del Sol esde 10%* m?°.

Solucién
Latarea consiste en determinar cuéntas veces 1 nT debe multiplicarse por dos para llegar a 10*’

nt
1077 = (10°)° » (219)° =2%,

puesto que 21° » | 000.
De esta forma, la cuadragésima generacion debe sufrir 90 nuevas divisiones sucesivas para
alcanzar €l volumen del Sol. El nimero total de generaciones, incluyendo la primera, es de

40 + 90 = 130.

No ofrece dificultad alguna precisar que esto tiene lugar el dia 147.

El microbidlogo Metdnikov observo 8.061 divisiones sucesivas del paramecio. Que calcule e
propio lector € colosa volumen gue tendria la Ultima generacion si no hubiera muerto ni uno
solo de estos infusorios...

L a cuestion examinada en este problema puede ser presentada, como s dijéramos, desde € lado
opuesto.

Imaginémonos que se ha dividido € Sol en dos mitades, que una de estas mitades también se ha
dividido en dos, etc. ¢Cuéntas operaciones semejantes serian precisas para que resultara el
tamafio de un infusorio?

3 Véase mi libro Matematicas Recreativas, cap. VII
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Aungue € lector conoce yala contestacion, 130, no por eso deja de asombrar |o reducido de este
ndmero.

A mi me fue planteado este problema en la siguiente forma:

Una hoja de papel es dividida en dos, y una de las mitades obtenidas es, a su vez, dividida por la
mitad, etc. ¢Cuantas divisiones serian precisas parallegar ala dimension del &omo?
Supongamos que la hoja de 2papel pesa 1 gramo y que tomamos 1/(10*%) de gramo como peso del
atomo. Como quiera que 10°* puede sustituirse por 22°, de valor aproximado, se hace evidente
gue, se necesitan tan solo unos 80 desdoblamientos, y no millones, como se contesta con

frecuencia cuando se da a conocer este problema.
Volver

9. Millones de veces masrapido

El aparato eléctrico, |lamado basculador, contiene dos |amparas electrénicas®. La corriente puede
entrar en e basculador sdlo através de una l&mpara: bien por lade la"izquierda' o por ladela
"derecha’. El aparato tiene dos contactos, a los que puede enviarse desde afuera una sefial

el éctrica instantanea (impulso) y dos contactos a través de los cuales transmite € basculador 1a
sefid de respuesta. En e momento en que llega el impulso eléctrico exterior, €l basculador
cambia el contacto: lalampara por la cua ha pasado la corriente se desconectay la corriente
comienza a pasar por laotralampara. El basculador envia el impulso de respuesta al desconectar
laldmpara de la derecha'y conectar la de laizquierda.,

Veamos ahora como funcionaré el basculador s le enviamos varios impul sos consecutivos.
Fijemos la situacion del basculador basandonos en la lampara de la derecha: s 1a corriente no
pasa por €lla convengamos en que el basculador se encuentraen la"posicion 0"; y s la corriente
pasa por ella (la derecha), € aparato se halaen la"posiciéon 1".

Supongamos que €l basculador se encuentra en laposicion 0, es decir, que la corriente pasa por la
l&mparaizquierda (fig. I). Después del primer impulso la corriente entra por la lampara derecha,
es decir, € basculador pasa alaposicion 1. Entre tanto, €l aparato no emite el impulso de
respuesta, por cuanto ésta se produce solo cuando se desconecta lalampara derecha (no la
izquierda).

Después del segundo impulso, la corriente entra ya por la lamparaizquierda, es decir, €l
basculador toma de nuevo la posicién 0. Mas en ese instante, € basculador lanza la sefid de
respuesta (impulso).

4 Si en vez de las |amparas el ectrénicas uno va a utilizar transistores o, los asi llamados, circuitos sélidos (de capas)
no se cambiara el resultado.
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Figura 1.

A continuacion (después de los dos impulsos), el aparato torna de nuevo a su posicion inicial. Por
es0, después del tercer impulso, el basculador vuelve ala posicion 1, como lo hizo después del
primero; después del cuarto vuelve (como después del segundo) ala posicion O, enviando al
mismo tiempo la sefia de respuesta, y asi sucesivamente. Cada dos impulsos se repite la situacion
del basculador.

Supongamos ahora que tenemos varios basculadores, y que los impulsos del exterior se envian
sblo a primero de ellos, los impulsos de respuesta del primer basculador se transmiten al
segundo, los del segundo al tercero, etc. (en lafig. 2 se presentan los aparatos conectados en serie
de derecha aizquierda). Veamos cdmo funcionara esa cadena de basculadores.

Supongamos que en el momento inicial, todos los basculadores se hallan en la posicién 0. Por
gjemplo, parala serie de cinco basculadores tendremos la combinacion 00000.

Después del primer impulso el primer basculador (el del extremo de la derecha) toma la posicion
1, mas como en este caso no se da e impulso de contestacion, todos los demés aparatos
permanecen en la posicion 0O, es decir, la combinacion se caracterizara por la posicion 00001.
Después del segundo impulso, €l primer basculador se desconecta (vuelve a la posicion 0), pero
éste dala sefid de respuesta, en virtud de la cual se conecta el segundo basculador sin producir
cambios en € resto de los aparatos, es decir, obtenemos la posicién 00010. Después del tercer
impulso se conecta e primer basculador; los demas no cambian de posicion. Tendremos la
combinacién 00011. Con el cuarto impulso se desconecta €l primer basculador; éste da la sefial
de respuesta que sirve de impulso desconectador del segundo basculador que también da el
impulso de respuesta; finalmente, con este Ultimo impulso se conecta el tercer basculador. El
resultado de todo esto sera la combinacién 00100.

Si se contindian estos razonamientos resultara

Impulso Combinacior
1° 00001
2° 00010
3 00011
4° 00100
5° 00101
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6° 00110
7° 00111
8° 01000

Se aprecia cOmo esta serie de basculadores "cuenta' el nimero de sefiales recibidas del exterior y
lo "anota' a su manera. No es dificil advertir que la anotacion del nimero de impul sos recibos no
se produce de acuerdo con € sistema de base diez, sino con € sistema de base dos.

G [

IS culadan, & b foviadon, T baSouladon

Figura 2

En este sistema, la numeracion se forma mediante unos y ceros. La unidad del segundo lugar no
es diez veces mayor que ladel primero, sino sélo dos veces. La unidad que en e sistema de base
dos ocupa € ultimo puesto (el de la derecha) es una unidad ordinaria. La unidad del siguiente
orden (la que ocupa & segundo lugar contando desde la derecha) representa un dos; la siguiente
unidad, un cuatro; la otra, un ocho, &tc.

Por gemplo, €l nUmero 19=16+2+1 se registra en € sistema de base dos en forma de 10011.
Quedamos pues en gque la serie de basculadores "cuenta’ el nimero de sefides recibidas y las
«anota» con el sistema de numeracion de base dos. Obsérvese que el cambio de posicion del
basculador, es decir, € registro de uno de los impulsos llegados, dura en total jalgunas
millonésimas de segundo! Los contadores de basculador modernos pueden "contar” decenas de
millones de impulsos por segundo, 1o que abrevia la operacion unas 100.000 de veces en relacion
con dicho céalculo hecho por una persona que no disponga de aparato alguno: la vista humana
puede distinguir con claridad sefiales que se sucedan con una frecuencia que no sea superior a 0,1
segundo.

Si se forma una serie de veinte basculadores, es decir, s se registra la cantidad de sefiales dadas
en nimeros que no tengan mas de veinte cifras del sistema de base dos, entonces se puede
«contar» hasta 2 2°-1 o sea, més de un millén. Y s se forma una serie de 64 basculadores, se
puede registrar la famosa «cifra del gedrez».

La posibilidad de contar centenares de miles de sefidles en un segundo reviste gran importancia
para los trabaj os experimental es relacionados con la fisica nuclear. Puede ser registrado, por
giemplo, e nimero de particulas de uno u otro tipo que salgan despedidas en la desintegracion

del &omo.
Volver

10. 10.000 oper aciones por segundo

Merece destacar que los esquemas de basculadores permiten también realizar operaciones con
cifras. Veamos, por giemplo, como se efectlia la adicion de dos nimeros.
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Figura 3

Supongamos que tres series de basculadores se encuentran unidas como seindicaen lafig. 3. La
serie superior sirve pararegistrar el primer sumando; la segunda serie, para el segundo sumando,
y lainferior, parala suma. En  momento de conectar € aparato, a los basculadores de la serie
inferior 1legan impulsos de |os basculadores de la serie superior y de la media que se encuentran
en laposicion 1.

Admitamos que, como se sefidlaen lafig. 3, las dos primeras series presentan |os sumandos 101
y 111 (con €l sistema de numeracién de base dos). En este caso, cuando conectemos €l aparato
[legardn a primer basculador de la serie inferior (el del extremo de la derecha) dos impulsos:. los
del primer basculador de cada uno de los sumandos. Es sabido que al recibir dos impulsos, €
primer basculador queda en la posicién O, pero responde con un impulso que enviaa segundo
basculador. A éste llega, ademas, una sefia del segundo sumando. De esta forma, al segundo
basculador llegan dos impulsos; con esto queda en laposicion 0y envia el impulso de respuesta
al tercer basculador. Asimismo, al tercero llegan otros dos impulsos de cada uno de los
sumandos. En consecuencia, a cada una de las tres sefides, €l tercer basculador pasa ala posicion
1y despide un impulso de respuesta. Este Ultimo impulso traslada e cuarto basculador ala
posicion 1 (al cuarto no llegan mas sefiales). Asi es como en e aparato representado en lafig. 3
se harealizado, mediante €l sistema de numeracion de base dos, una suma de dos nimeros "en
columna':

101
+111
1100

0, segun lasuma del sistemadecimal, 5+ 7 = 12. Al darse la sefid de respuestaen la serie
inferior de basculadores parece como s € aparato "llevara una unidad” de la columna anterior y
la pasara a la siguiente, es decir, hace lo mismo que cuando sumamos en "columna’.

Si en cada serie hubiera en lugar de cuatro, 20 basculadores, por € emplo, podriamos realizar
sumas de nimeros inferiores aun millén y, s se aumentara todavia més €l nimero de
basculadores, seria posible sumar cantidades mayores.

Debemos advertir que en la practica, € esquema de este mecanismo debe ser mucho més
complicado de lo que aparece en lafig. 3. Entre otras cosas, |a méquina debe tener un aparato
especial que asegure e "retardo” de las sefiales. En efecto: en la maguina representada en e
esguema, las sefides de los dos sumandos le llegan simultaneamente (en € instante que se
conecta la maquina) a primer basculador de la serie inferior. Por ello ambas sefiales se fundiran
en una sola, siendo registradas por € basculador, no como dos, sino como una sefia Unica. Para
evitar esto es preciso que las sefiales de los sumandos no lleguen alavez, sSino unas mas «tarde»
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gue las otras. La presencia de este "retardador” determina que en la suma se emplee mas tiempo
del necesario para el registro de una sefial en el contador de los basculadores.

Si se cambia &l esquema de la méguina cabe efectuar la sustraccion en lugar de la adicion. Puede
emplearse también para la multiplicacion (que consiste en la adicion consecutiva de sumandos, 1o
gue exige mas tiempo), ladivision y otras operaciones.

Los aparatos a que nos hemos referido se emplean en las méquinas modernas de céalculo. Estas
pueden realizar en un segundo jdecenas e incluso centenares de miles de operaciones numéricas!
Esta vertiginosa rapidez operativo puede parecernos superflua. ¢Qué diferencia puede haber, por
giemplo, en que la maguina eleve un nimero de 15 cifras al cuadrado en una diezmilésima de
segundo o, supongamos, en un cuarto de segundo? Lo uno y lo otro nos pareceran soluciones
"Instantaneas’ del gercicio... sSin embargo, no hay que apresurarse en las conclusiones. Tomemos
el siguiente gemplo: Un buen gjedrecista, antes de mover una pieza analiza decenas e incluso
centenares de variantes posibles. Si suponemos que € andlisis de una variante le ocupa algunos
segundos, para el examen de centenares de €ellas precisara minutos y decenas de minutos. No es
raro que en las partidas complicadas, los jugadores resulten en «zeitnot», es decir, se vean
obligados redlizar las Ultimas jugadas apresuradamente porque a meditar los planes anteriores
han agotado casi todo €l tiempo destinado a la partida. ¢Y Si encargamos ala maquina el examen
de las variantes de jugada en la partida de gjedrez? La maquina, como sabemos, no puede caer
nunca en "zeitnot", ya que hace miles de operaciones por segundo y puede anadlizar todas las
variantes “instantdneamente”...

Podra objetarse que una cosa es efectuar operaciones por complicadas que y otra, jugar ajedrez:
ilaméguina no puede hacer esto! jAl andlizar las variantes, €l gedrecista no opera, sino que

piensal Mas no divaguemos ahora; volveremos a esto més adelante.
Volver

11. Cantidad posible de partidas de ajedrez

Hagamos e calculo més o menos exacto del nimero de partidas de gjedrez posibles. Como
carece de sentido la determinacién precisa, ofreceremos al lector un intento de determinar
aproximadamente el nimero de partidas de gjedrez posibles. En € libro La matematica de los
juegosy distracciones matematicas, de M. Kraitchik, matematico belga, encontramos € siguiente
célculo:

"Al mover la primera pieza, |as blancas tienen 20 jugadas a el egir (16 jugadas con los ocho
peones, cada uno de |los cuales puede avanzar un escaque o dos; y dos jugadas de cada caballo).

A cada jugada de las blancas, |as negras pueden contestar con cualquiera de esas variantes.
Combinando cada movimiento de las blancas con cada uno de las negras tendremos 20 * 20 =
400 variantes después de la primera jugada por ambas partes.

Después del primer movimiento, €l nimero de jugadas posibles es alin mayor. Si las blancas han
movido, por gemplo, €2 - e4, parala segunda jugada, tienen ya 29 variantes a elegir. En lo
sucesivo, € nimero de jugadas posibles es todavia mayor. Tan solo lareina, encontrandose, por
giemplo, en el escague d5, puede hacer 27 movimientos (suponiendo que todas las casillas donde
puede ir estén libres). Sin embargo, para simplificar el célculo, nos atendremos a las siguientes
cifras medias: 20 variantes para cada una de las partes en las primeras cinco jugadas, 30 variantes
para cada parte en todas |as demés jugadas.

Admitamos, ademés, que € total de jugadas en una partida normal, como término medio, sea 40.
Partiendo de este supuesto, las partidas posibles seréan:

(20 * 20)° * (30 * 30)*°
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Para determinar la magnitud aproximada de esta expresion nos valdremos de |as siguientes
transformaciones y simplificaciones:

(20* 20)°* (30* 30)* = 20° * 30" = 210 * 30 * 10%.

Sustituyamos 21° por 1.000, que es una magnitud parecida, es decir, por 10°.
Presentamos la potencia 310 en laforma que sigue:

30=3%%3%510* (3" » 10* 80" = 10* 8% * 10''=2L * 108 =
=2* (21%°* 10" » 2* 10® * 108 = 2 * 10%
por consiguiente,

(20* 20)° * (30 * 30)*° » 10% * 2* 10® * 10%°=2 * 106,

Este nimero deja muy atras a la consabida cantidad de granos de trigo pedida como premio por la
invencion del gedrez (2 %*- 1 »18 * 10'®). Si toda la poblacién del globo terrestre jugara al

ajedrez € dia entero, moviendo una pieza cada segundo, para agotar todas las posibles partidas de
0100

gjedrez, ese juego general y permanente duraria jno menos de 1
Volver

siglos!

12. El secreto dela maquina dejugar al ajedrez

Figura 4

Sin duda asombrard a lector enterarse de que en cierta época existian maguinas autométicas de
gjedrez. En efecto, ¢cOmo concebir semejantes aparatos si € niimero de combinaciones de las
piezas en el tablero de gedrez es précticamente infinito?

Su explicacion es muy sencilla. No era una mégquina lo que existia, sino lafe en ella. Un aparato
que gozd de gran popularidad fue e del mecénico hingaro Wolfgang von Kempelen (1734-
1804), que o presentd en las cortes austriaca 'y rusay después hizo con é exhibiciones publicas
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en Parisy Londres. Napoledn | jugd con esta maquina creyendo que se enfrentaba de verdad con
ella. A mediados del pasado siglo €l célebre aparato fue a parar a América, destruyéndolo un
incendio en Filadelfia.

La fama de las demas méaquinas fue menos ruidosa. No obstante, ni ain en tiempos posteriores se
perdio lafe en la existencia de tales aparatos.

En realidad, ni una sola méguina de gjedrez actuaba autométicamente. En su interior se ocultaba
un adiestrado gjedrecista que movia las piezas. Este seudo automatico |o formaba un voluminoso
cajon en cuyo interior habia un complejo mecanismo,. El cgon tenia también un tablero de
ajedrez con sus piezas que movia la mano de un gran murfieco. Antes de empezar € juego se
permitia al publico que se cerciorara de que en e cajén no habia més que las piezas del
mecanismo. Sin embargo, en dicho cajon quedaba sitio suficiente para ocultar a un hombre de
baja estatura (ese papel fue desempefiado en su tiempo por los célebres gjedreci stas Johann
Allgaier y William Lewis). Es probable que mientras se iban mostrando sucesivamente al publico
diferentes departamentos del cajéon, |a persona escondida pasara con sigilo de un lugar aotro sin
ser vista. El mecanismo de por si no tornaba parte en el funcionamiento del aparato, sirviendo tan
solo paravelar la presencia

del jugador de carne y hueso.

De lo dicho puede concluirse lo siguiente: €l niUmero de partidas de gjedrez es practicamente
infinito, por lo cual sdlo en laimaginacién de personas candidas pueden existir maquinas
indicadoras del movimiento més acertado. De ahi que no deba temerse crisis alguna en € juego
del gedrez.

No obstante, en los Ultimos afios se han producido acontecimientos que ponen en duda la
veracidad de tal afirmacidn. Y a existen maguinas que "juegan” a gjedrez. Nos referimos a las
complicadas maguinas de célculo que permiten efectuar miles de operaciones por segundo. De
ellas hemos hablado més arriba. Mas, ¢cdmo pueden "jugar” al gedrez estas maguinas? Claro es
gue ninguna méguina de calculo puede hacer otra cosa que operar con niUmeros. Mas €l aparato
efectlia las operaciones siguiendo un esguema previo y de acuerdo con un programa elaborado de
antemano. El "programa’ de gedrez |o confeccionan los mateméticos a base de una determinada
tactica de juego; entendiendo por tactica el sistema de reglas que permite elegir, en cada posicion,
la salida mas efectiva (Ila"mejor" desde e punto de vista de la tactica dada).

He aqui uno de los g emplos de lamisma. A cada trebejo se le adjudica un determinado nimero
de puntos, que determina su valor.

El rey +200 puntos  El pedn +1 punto
Lareina +9 Un pedn atrasado -0,5
Latorre +5 Un pedn aislado -0,5
El afil +3 Un pedn doblado -0,5
El cabdlo +3

Ademas se fija una determinada valoracién a las posiciones més favorables (movilidad de las
figuras, colocacion de éstas més cerca del centro que de los costados, etc.) que son expresadas en
décimas de punto. Del nimero global de puntos que tienen las blancas, se descuenta la suma de
puntos de las negras. La diferencia reflgard, hasta cierto punto, la superioridad material y de
posicidn que tienen las blancas sobre las negras. Si esta diferencia es positiva, la situacion de las
blancas serd més ventgjosa que la de las negras; S es negativa, serd menos ventgjosa.

Laméquina de calcular sefidla como puede cambiar en €l curso de tres jugadas la diferencia
registrada. Indica la combinacion de tres lances més ventgjosay la registra en una tarjeta
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especial; con dlo, la"jugada’ esta hecha®. Para ello la méguina emplea muy poco tiempo
(dependiendo éste del programay de la velocidad operativo de la méquinad), de forma que no hay
motivo paratemer € "zeitnot".

Es cierto que el hecho de "prever" una partida solo con tres jugadas por anticipado caracterizaa
la méguina como “jugador” bastante mediocre®. Pero podemos estar seguros de que con el rapido
perfeccionamiento actual de latécnica de calcular, las maquinas "aprenderan” a"jugar” a gedrez
mucho mejor.

Nos seria dificil exponer con més detalle la composicién de programas de ajedrez parala
maguina de célculo. Algunos tipos sencillos de programas serdn examinados esqueméticamente

en e proximo capitul o.
Volver

13. Lostresdoses
Con seguridad que todos sabrén como deben escribirse tres cifras para que se alcance con ellas su
maximo valor. Deben tomarse tres nueves y colocarlos asi:

9%

es decir, escribiendo la potencia de una potencia.

Este nimero es tan enormemente grande que es imposible encontrar con qué compararlo. El
nimero de electrones que forman todo € Universo visible es unainsignificancia respecto a este
nimero. En mis Matematicas Recreativas (cap. X) me ocupé ddl particular. He insistido en este
gjemplo porque me propongo ofrecer aqui otro gercicio del mismo tipo:

Problema
Veéase la forma de alcanzar el niUmero mas alto con tres doses sin emplear signo alguno.

Solucién
El gemplo anterior inducira sin duda a colocar los doses del mismo modo, es decir:

2%
Sin embargo, en este caso no se logra e efecto deseado. El resultado es incluso menor que 222.
En efecto, hemos escrito tan solo 2%, es decir, 16.
El nimero mayor, entre |os que pueden formar tres doses, no es 222 ni 222 (es decir, 484), Sino

222 = 4,194.304.

® Existen también otros tipos de "t&ctica" de ajedrez. Por ejemplo, en el célculo pueden tenerse en cuenta no todas las
jugadas con que puede replicar €l adversario, sino solo lasmés "serias" (el jaque, latomade algunapieza, el ataque,
la' defensa, etc.). En otros casos, cuando las jugadas del adversario sean muy peligrosas, puede practicarse el calculo
no sblo detres, sino de un nimero mayor de lances por adelantado. También es posible el empleo de otraescala
distinta paralos valores de las piezas. En dependencia de una u otratéacticacambiael ,,estilo de juego” dela
méguina.

® En las partidas de |os mejores maestros de ajedrez se calculan combinaciones de 10 o mas jugadas por anticipado.
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El ggemplo es muy aleccionador, y ensefia que en mateméticas resulta peligroso servirse de
analogias. éstas pueden conducirnos féacilmente a conclusiones erroneas.
Volver

14. Lostrestreses

Problema
Después de esto, quiza se proceda con mayor precaucion al resolver el siguiente problema:
Escribanse tres treses de forma que adquieran su maximo valor sin emplear ningun signo.

Solucién

L3a3 potencia de potencia no ofrece aqui €l efecto deseado porque 3%, esdecir, 3*" es menor que
37

La ultima disposicion de los treses es la que responde a la pregunta formulada.

Volver

15. Lostres cuatros

Problema
Escribanse tres cuatros de forma que adquieran su maximo valor sin recurrir a signos.

Solucion
Si sesigue e giemplo de los dos gjercicios anteriores, es decir,

444
no se obtiene la solucion més favorable, puesto que en este caso, la potencia de potencia,

4«

4256

proporciona el valor méximo posible. Ya que 4* =256, y 4%°° es mayor que 4*.

Volver

16. Con trescifrasiguales

Procuremos profundizar en este intrigante fendmeno y aclarar por qué, cuando con las cifras se
establece una potencia de potencia, unas veces se obtienen nimeros enormemente atosy otras,
no. Examinemos el caso general.. Obténgase el nimero mas elevado posible dado por tres cifras

iguales prescindiendo de todo signo.
Representemos la cifracon laletraa. A ladistribucion

222’ 333, 4%
corresponde la expresion
glloa+a) . es decir glia
La potencia de potencia, en su aspecto general, se presenta asi:
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a?

a

Determinemos cudl hade ser € valor de a para que la Ultima variante sea de mayor magnitud que
la primera. Como quiera que ambas potencias tienen idéntica base entera, a mayor exponente
correspondera mayor valor. ¢En qué caso

a*> 11a?
Dividamos ambos miembros de la desigualdad por a, y tendremos
a®t > 11
Es f&cil determinar que a** es mayor que 11 s6lo en el caso en que a sea mayor que 3, puesto que

44 1>11
en tanto que las potencias

Pyt

son menores que 11.
Quedan, pues, explicadas las sorpresas con que hemos tropezado a resolver los problemas
precedentes. para los doses y los treses habia que servirse de potencias con exponentes de dos

cifras, paralos cuatrosy cifras mayores tiene que emplearse la potencia de potencia
Volver

17. Los cuatro unos

Problema
Obténgase la cantidad mas elevada posible con cuatro unos sin emplear ningun signo.

Solucién

El nimero 1.111 no responde a las exigencias del problema, por ser mucho més pequefio que 11
Seria muy laborioso encontrar este nimero mediante 11 multiplicaciones consecutivas por 11.
Sin embargo, puede hacerse e calculo con mucha mayor rapidez utilizando las tablas de
logaritmos.

Este nimero rebasa los 285 000 millones y, por lo tanto, es més de 25 millones de veces mayor
que 1.111.

Volver

18. L os cuatro doses
Problema

Resolvamos este problema tratandose de doses. ¢Como deben disponerse cuatro doses para que
adquieran su maximo valor?
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Solucion
L as combinaciones posibles son 8:
2222, 220?207, %2,

(227, (%), (%7, (7))

¢Cudl de estos valores es € mayor?

Examinemos la primera fila.

El primer nmero, 2.222, es a todas luces menor que las tres potencias que le siguen. Para
establecer una comparacion entre las dos siguientes

2222y 2222
transformemos la segunda de €ellas:
2072 = 2221 = (22711 = 484",
Egtzaz Gltima es mayor que 2222, ya que tanto la base como el exponente son mayores que los de
Comioaremos ahora 2222 con 2222 . Sustituyamos 22%2 por otra magnitud superior, 32% y veremos

que incluso ésta es menor que 2°%2,
En efecto,

3022 = ()2 = P10
que es menor que 222,

Quedamos, pues, en que el valor més elevado de la primera fila es 2222, Comparemos ahora la
mayor potencia de la primerafilay las cuatro de la segunda:

((22°)%, (%, (%% (7))

La dltima potencia es solo igual a 2*°, por lo que queda eliminada. Prosigamos. La primera de
esta fila equivale a 22* y es menor que 32* o que 22, por cuya razén es inferior alas dos que la
siguen. Quedan solo tres potencias a comparar, todas de base 2. ES evidente que sera mayor
aquella que tenga mayor exponente. De los tres

222,484y 2°%2 (= 2102 % 22 510P * 4)

el ultimo es e mayor.
Por eso, e valor mas elevado que pueden tomar |os cuatro doses vendra expresado como sigue:

(%%

Sin recurrir alatabla de logaritmos podernos imaginarnos aproximadamente la magnitud de esta
potencia valiéndonos de un nimero aproximado:
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2105 1 000.

Y asi es, en efecto:
222=020 % 22 5, A% 1P

((2)2)22 » 24000000 S 101200000

Este nlmero consta de mas de un millon de cifras.
Volver
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